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R.A. Kraenkel . )
as de variagdo, de novo

Leis

m Voltemos a falar de taxas de varia¢do. Taxas de variacdo no tempo.

m Muitas das varidveis que medimos — por exemplo, nimero de individuos de uma
espécie numa dada drea — podem variar no tempo.

m Podemos observar padrdes de variag@o tanto em laboratério, quanto no campo.

m Mas, além da pura observacéo, gostariamos de saber o que gera estas variagdes no
tempo.

= Exemplo: por que cresce uma populagdo?

m Gostarfamos de sair de um processo bioldgico e chegar em um padrao de variacao
dinamica. !

1 s sl . - .

Usualmente o adjetivo dindmico € associado a variagdes no tempo. Assim, aos
falarmos em dindmica da populagdes, estamos nos referindo no mais das vezes a como
esta populacdo muda com o passar do tempo.
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Leis m Se falamos em padrdo de variagdo dindmica, falamos em taxa de variacdo =
falamos em derivadas.

m Queremos, por exemplo, saber o que faz a derivada no tempo ( ou seja a taxa de
variagio temporal) da quantidade total de individuos num dado sitio ser diferente de
Zero.

m Para tal, precisamos estabelecer uma lei de crescimento ( ou decrescimento).

m Vamos olhar o caso mais simples; para muitas popula¢des o crescimento acontece
pelo simples fato da populac@o se reproduzir. E a tendéncia ao decrescimento vem
do fato de individuos morrerem.

m Se, numa dada drea, ndo houver migragdees, reproducdo e mortalidade sdo o que
fazem a populag@o variar.

m Assim, a taxa de variagdo da populacdo deve depender da reproducéo e da
mortalidade.
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L Uma lei simples, ainda sem matematica
e1s

m Vamos considerar um caso muito simples, em que uma populacio tem recursos
abundantes para poder se reproduzir.

m Reprodugao = quanto mais individuos tivermos, mais nascem.

m Mortalidade = o niimero de individuos que morrem deve ser proporcional ao
nimero de individuos da populagio.

m Se sdo reproducao e mortalidade que determinam a variacdo na quantidade de
individuos de uma populagdo, entdo

a derivada temporal do niimero de individuos da populacio deve ser
determinada pela populagio que existe neste momento.

® Vamos colocar isso em termos matemticos.
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Leis

Leis IV

Uma lei simples, com matematica

m O que foi dito anteriormente se traduz por:

dN .
o [nascimentos - mortes] ~ N(r)

dN
— =rN(t)

dt

= aonde a constante  mede o balango entre nascimentos e mortes.

m Vamos agora refletir sobre a construg¢@o acima.
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Equacao n
diferencial dN

dr

A expressdo acima diz que a variagdo da populagdo € proporcional a ela mesma.

=rN(r)

Relaciona a derivada da fungdo N(#) com a prépria fung@o.
Ou seja, é uma equacio para determinar N ().
E uma equagiio diferencial, pois envolve a derivada da funcfo.

Sua solucdo € uma func¢io, ndo um nimero.

E uma funcio tal que a sua derivada seja ela mesma multiplicada por um fator 7.
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Equacao Diferencial 11

Resolvendo a nossa equagao

dN
=N
- =0

Sua solucao € uma func@o tal que a sua derivada seja ela mesma multiplicada por
um fator r

Oras, j4 vimos uma func@o assim.

Lembre-se que

d
fo ==L == 10
dt
Ou seja, sabemos que
N(t) = "

satisfaz a equacao diferencial
dN N
— =
dt
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- dN
Equacao — = rN(t)
diferencial dt

Otimo, achamos um fungdo que resolve a equagdo acima; N(7) = e'’.

Mas tem um porém. Podemos achar outra solugdo. Simples. Por exemplo:

3
N(t) =2¢" ouainda N(¢) = 10¢” ouainda N(r) = Ee” ou ainda ...

Ou seja, todas as fungdes
N(t) = Ke"

com qualquer constante K, sao solugdes da equacao no topo da pagina.

m E agora?
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Equacdo diferencial IV

Constante de integracdo

dN o
- rN(t) = N(t) = Ke", K uma constante arbitraria.
K recebe o nome de constante de integracao

Como determinamos K?

Impomos uma condi¢do suplementar. Vejamos como.

Suponha que saibamos a populacdo em um dado momento. Chamemos esta
populagdo de Ny e o tempo correspondente de ¢ = 0. Entdo:

N(0) = Ny

A condicdo acima € chamada de condic¢ao inicial.

O que implica em

N(0) =Ke™® =K =Ny ouseja, K=DNy = N(t) = Nye"
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Equacao diferencial V

Recapitulando...

m Vejamos entdo o que fizemos até aqui:

m Relacionamos a taxa de variagdo do nimero de individuos da populagdo com o
nimero des individuos presentes na populacéo.

m Ou seja, o padrdo de variacdo dindmico € visto como gerado pela reproducao e
mortalidade da populacio.

m Isso nos levou a uma equag@o diferencial.

m Vimos que ela tem indmeras solugdes: fun¢des que descrevem o nimero de
individuos da populacdo.

m E para determinar uma solugio tnica, precisamos de um conhecimento adicional: a
populacido num dado momento do tempo.

m A equagdo diferencial que estudammos expressa uma lei de crescimento.
m Junto com a condi¢do inicial, nos d4 uma previsdo para a dindmica da populagéo.

= Estamos aqui num mundo estritamente deterministico.
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R.A. Kraenkel m E afinal, qual foi a previsao obtida a partir da equagdo diferencial?
m Duas possibilidades:

m Se r > 0 (taxa de nascimentos maior que a taxa de mortalidade): temos
crescimento exponencial.

Equacao
diferencial

m Se r < 0 ( taxa de nascimentos menor que a taxa de mortalidade):temos queda
exponencial

m Alguns grificos ajudam a entender isso melhor.

200000

150000]

100000

50000

—— crescimento exponencial com r=2, N(0) = 10

8000

6000

4000

2000

— queda exponencial com r=-2, N(0) = 10000




Mais equacoes

Escola de
Biomatemati

da Bahia
delagem
R.A. Kraenkel

Vocé — com toda razao — pode argumentar que este padrao ndo € o tnico observado.
E mesmo raro observa-lo.
Nao culpe a matematica, porém.

O que foi colocado na equagdo é que o crescimento se dd pela reproducao e esta
independe se ha muitos ou poucos individuos.

Mais Equacoes

m Mas sabemos que o crescimento pode ser menor quando a populacdo é grande, por

exemplo.
B Pode faltar alimento; pode faltar espago,...

Isso por que existem mecanismos de regulacido de uma populacio.
Nao colocamos isso na equagdo, ndo podemos esperar que ela nos descreva isso.
Boa parte do curso de verdo sera traduzir mecanismos bioldgicos em equagdes.

do vamos nos adiantar nisso agora.

Mas vamos ver mais algumas coisas sobre equacgdes diferenciais.
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dN
— =rN(t)

dt

Mais Equacdes m Mas hd muitas com as quais podemos nos divertir. Vamos brincar com algumas.

m Por exemplo: .
: 2
2 —10 -0
m E agora? Como resolvemos isso?
m Ou entdo essa aqui:
df
dx?

m Bem-vindo ao mundo das equagdes diferenciais.

=—f

m Primeira licdo: ndo existe um método geral para resolver equacdes diferenciais.

m Algumas delas tem solu¢des que sequer podem ser escritas como fungdees
elementares ( polindmios, exponenciais, trigonométricas).
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Brincando com equacoes

®m A equagdo acima é uma que pode ser resolvida.

m Aqui, a sua solucdo e seu grafico ( K uma constante arbitraria):

1
t)= ——
£ 1 + Ke—!
1
054
L —t— I I 1 I
_B —4 -2 4] 2 4 6

m Mas de onde foi tirada esta solu¢do?
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Brincando com equaes 11

m Primeiro verifique que temos uma solugdo:

daf Ke™!
dt (14 Ke—")?

1 1 Ke™!

=

T 14K (1+Ke )2  (1+Ke ')
m note que de novo temos uma constante arbitraria.

m Esta solucdo pode ser obtida pelo processo na pagina seguinte.

m Nio se assuste.
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daf

=dt

f=r

a /!

f_fz_/dt+c

In(f) —In(1—f)=t+C =h{f/l-f)=t+C =

Mais Equacoes f

f _ 1+C _ _ +C
ﬁ =ée :>f = (1 f)e —

f(l + et+C) _ e[JrC

1 -
f:w onde K = e
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Generalidades

Constantes de Integragcdo

m Vocé viu que equagdes diferenciais podem ser complicadas de resolver.

m Isso, quando consegue-se resolvé-las.

m Mas € bom saber algumas coisas gerais sobre elas

W Vocé viu que novamente tivemos uma constante de integracdo aparecendo.

B Uma equacdo diferencial com derivadas de primeira ordem sempre terd uma
constante de integracao

2

B Se a equacdo tiver derivadas de segunda ordem ( como a % = —f ) teremos
duas constantes de integracao. E assim por diante.

B A propésito, esta dltima equac@o tem soluc@o simples:

f(t) = Asin(f) + Bcos(f) com A e B constantes de integracdo.
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Generalidades 11

Linearidade e Nao-linearidade

Lembremos de duas equagdes diferenciais:

—— ——
a _ i . o
dt—f dz_ff

Ha uma grande diferenca entre elas.

m Na equacdo da esquerda podemos multiplicar uma solu¢éo por uma constante e
ainda teremos uma solug@o

m Podemos somar duas solugdes e ainda teremos uma solucao.

m Na equagdo da direita NAO podemos multiplicar uma solugdo por uma constante e
ainda ter uma solugdo

= NAO podemos somar duas solugdes e ainda ter uma solugéo.

m A equacgdo da esquerda € dita linear e a da direita, nao-linear.
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Métodos Numéricos

Resolvendo de outra forma

m Vamos voltar a nossa equagio diferencial mais simples: % =N
m Mas vamos tratar de um caso bem concreto. Por exemplo: » = 2 e N(0) = 20.
m E vamos lembrar da defini¢do de derivada:
dN  N(t+ Ar) — N(z
— = N+ A1) = N() para At muito pequeno
dt At
m A rigor, para At infinetesimal.
m Mas vamos dizer que Az tenha um valor definido. Digamos Az = 0.01.

= Neste caso podemos escrever:

N(t+0.01) — N(z)

= 2N(t
0.01 ®)



Escola de
Biomatematica
da Bahia

R.A. Kraenkel

Solucdes
Numéricas

Métodos Numéricos

Resolvendo de outra forma

N(t+0.01) — N(r)

= 2N(t
0.01 ®)

m Mas entdo, se sabemos que N(0) é 20, podemos calcular N(0.01)
N(0.01) —20 =0.01-2-20 = N(0.01) =20+ 0.4 =204
m Mas agora podemos calcular N(0.02), pois

N(0.02) — N(0.01)

001 = 2N(0.01) = N(0.02) — 20.4 =2-0.01 - 20.4

= N(0.02) = 20.808

m E assim por diante:

N(0.03) — N(0.02) = 2-0.01 - N(0.02) = N(0.03) = 21.22416
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Com um pouco de paciéncia e uma calculadora podemos fazer uma tabela:

Tempo (s) N(®) m Oras, estamos resolvendo
20 a equagdo diferencial.
0.01 20,4
0.02 20.808 ® Somente usamos a
: : defini¢do de derivada e

- 0.03 21,22416 g0 €e ey
Numeéricas 0.04 21,6486432 = uma aproximacio. A de

0.05 22,0816161 que A7 = 0.01.

0.06 22,5232483 m E claro que se usarmos um

0.07 22,9737133 At menor, melhor serd a

0.08 23,4331876 aproximagao.

8'(1)9 ;i’gg;gg ;i m Chamamos este Az de

passo da integracao.
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m O que fizemos na pagina anterior € um exercio de integra¢do numérica.
m Poderia ter sido feito para uma equacao mais complicada.

m Sempre a mesma ideia: aproximar a derivada.

Veja que € algo maquinal de se fazer.

Solucdes
Numéricas

E algo que pode ser feito por um programa de computador.

O bom € que jd existem estes programas.

E h4, ademais, uma série de métodos mais rapidos que o método acima (chamado
de método de Euler).

m Na grande maioria dos problemas de biologia de populacgdes, a integracdo
numéricaé muito util.
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Resumo Final

O que devo lembrar

Equagdes diferenciais sao uma forma de estabelecer relagdes entre padroes
de variacdo temporal e os processos que lhes ddo origem.

Ligam derivadas de uma funcéo com os valores desta fungao.

Suas solucdes sdo fungdes.

Equagdes diferenciais nos dao um meio de formular leis deterministicas.
Nao ha um método geral para resolver todo tipo de equagao diferencial.
Ha4 casos simples, mas a maioria é um tanto complicada.

Podemos também usar métodos numéricos para achar aproximagdes da
solucdo de uma equacdo diferencial.

Neste ultimo caso, isso pode ser feito com programas de computador.

Obrigado pela atencao
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